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АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ АНГАРМОНИЧЕСКИХ
ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ УПРУГИХ SH-ВОЛН, ЛОКАЛИЗОВАННЫХ
В КРИСТАЛЛИЧЕСКОМ СЛОЕ МЕЖДУ АНИЗОТРОПНЫМИ
ПОЛУПРОСТРАНСТВАМИ
На основе модели геометрически и физически нелинейного деформирования анизотропной упругой
среды кубической системы, базирующейся на представлениях упругого потенциала с квадратич-
ными и кубическими членами по деформациям, а также с использованием приема разложения
функции волновых смещений в ряды по акустическому числу Маха, построены аналитические
представления нелинейных вторых гармоник упругих SH-волн для волновода в виде монокристал-
лического слоя, заключенного между однотипными или разнотипными анизотропными полупро-
странствами. Проведены численно-аналитические исследования нелинейных волновых эффектов
для волновода в виде слоя монокристалла германия, расположенного между полупространствами
из монокристалла кремния, а также для волновода в виде слоя хлорида натрия, заключенного
между полупространствами из монокристаллов кремния и германия. Ближайшим исследованным
аналогом по рассматриваемой проблеме является задача о нелинейных ангармонических эффек-
тах при распространении обобщенных волн Лява в структуре "слой монокристалла кубической
системы на анизотропном упругом полупространстве аналогичного класса симметрии". Отдель-
ные результаты ее анализа отражены в публикациях [2–4].
Постановка задачи. Исследуемая волноводная структура отнесена к систе-
ме нормированных прямоугольных координат, в которой слой занимает область
V1 = {−∞ < x1, x2 < ∞,−h ≤ x3 ≤ h}, а полупространства – области
V2 = {−∞ < x1, x2 < ∞,−∞ < x3 < −h} и V3 = {−∞ < x1, x2 < ∞, h < x3 < ∞}.
Физико-механические свойства компоненты волновода Vp характеризуются матрич-
ными упругими постоянными второго порядка c(p)ij , третьего порядка c
(p)
ijk и плотно-
стью ρ(p). Кристаллографические направления материалов слоя и полупространств
являются коллинеарными. В зонах контакта слоя V1 с полупространствами V2, V3
выполняются условия идеального механического контакта.
Для анализа нелинейных ангармонических эффектов при распространении ло-
кализованных SH волн вдоль координатного направления Ox1 используется модель
физически и геометрически нелинейного динамического деформирования упругого
монокристаллического материала класса m3m кубической системы, базирующаяся
на представлении упругого потенциала U в форме
U =
1
2
cjqrkεjqεrk +
1
6
cjqrklmεjqεrkεlm (j, q, r, k, l,m = 1, 3) (1)
и нелинейных представлениях компонент тензора механических деформаций
εjk =
1
2
(ul,k + uk,j + ul,jul,k), (2)
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в которых ur,k = ∂ur/∂xk, ur компоненты вектора волновых упругих перемещений.
Соответствующие такому выбору упругого потенциала безразмерные нормиро-
ванные компоненты тензора механических напряжений σjd представляются суммой
линейных и нелинейных составляющих
σjd = σ
(l)
jd + σ
(n)
jd , (3)
где
σ
(l)
jd = cjdrkur,k, σ
(n)
jd =
1
2
cjdrkul,rul,k + cpdrkuj,pur,k +
1
2
cjdrklmur,kul,m. (4)
Уравнения движения для образующих рассматриваемую волноводную структу-
ру упругих сред при отсутствии объемных сил можно представить в тензорном виде
ρu¨
(p)
j − σ(p,l)jd,d = σ(p,n)jd,d , (j = 1, 3). (5)
В представлениях (5) и последующих соотношениях верхний индекс p у харак-
теристик напряженно-деформированного состояния указывает на то, что соответ-
ствующая характеристика относится к компоненте Vp рассматриваемого волновода.
Используемый в данной работе распространенный подход заключается в отыска-
нии нелинейных "добавок-возмущений" в представлениях функций волновых упру-
гих смещений, которые пропорциональны малому параметру – акустическому числу
Маха δ [1].
uj = u
(l)
j + u
(n)
j . (6)
Построение численно-аналитического решения. В рассматриваемой зада-
че о распространении обобщенных линейных сдвиговых волн в структуре "слой мо-
нокристалла класса m3m кубической системы между полупространствами из моно-
кристаллов аналогичного класса кубической системы" комплексные вектор-функции
линейных волновых перемещений ~u(p,l) характеризуются единственной ненулевой
компонентой u(p,l)2 .
Линейные составляющие исследуемого волнового поля определяются, таким об-
разом, из однородной спектральной краевой задачи
σ
(p,l)
2j,j − ρpu¨(p)2 = 0, (p = 1, 3), (7)
(σ(1,l)23 )x3=−h = σ
(2,l)
23 )x3=−h, (u
(1,l)
2 )x3=−h = u
(2,l)
2 )x3=−h, (8)
(σ(1,l)23 )x3=h = σ
(3,l)
23 )x3=h, (u
(1,l)
2 )x3=h = u
(3,l)
2 )x3=h,
а нелинейные ангармонические возмущения – из неоднородной краевой задачи, име-
ющей вид
(σ(p,l)ij.j )~u(p)=~u(p,n) − ρpu¨(p,n)i = −(σ(p,n)ij.j )~u(p)=~u(p,l) , (9)
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u
(2,n)
1 = u
(1,n)
1 , u
(2,n)
3 = u
(1,n)
3 при x3 = −h,
(σ(1,l)3i )~u(1)=~u(1,n) + (σ
(1,n)
3i )~u(1)=~u(1,l) = (σ
(2,l)
3i )~u(2)=~u(2,n) + (σ
(2,n)
3i )~u(2)=~u(2,l) ; (10)
u
(3,n)
1 = u
(1,n)
1 , u
(3,n)
3 = u
(1,n)
3 при x3 = h,
(σ(1,l)3i )~u(1)=~u(1,n) + (σ
(1,n)
3i )~u(1)=~u(1,l) = (σ
(3,l)
3i )~u(2)=~u(2,n) + (σ
(3,n)
3i )~u(2)=~u(2,l) .
Задача с рассматриваемой общей постановкой (7)–(10) имеет следующие частные
случаи:
• случай распространения волн с симметричным распределением колебательных
перемещений по толщине слоя, заключенного между полупространствами с
одинаковыми физико-механическими характеристиками;
• случай распространения волн с антисимметричным распределением колеба-
тельных перемещений по толщине слоя, заключенного между полупростран-
ствами с одинаковыми физико-механическими характеристиками;
• случай распространения волн в слое, заключенном между полупространствами
с отличающимися физико-механическими характеристиками.
В первом частном варианте постановки из решений спектральной задачи (7), (8)
вытекают следующие, содержащие нормированный безразмерный амплитудный па-
раметр u(0)2 , представления для комплексных функций волновых перемещений u
(p,l)
2
в линейных локализованных SH волнах и соответствующие дисперсионные соотно-
шения:
α(j) = ((−c(j)44 k2 + ρjω2)/c(j)44 )
1
2 ,
u
(1,l)
2 = e
−i(ωt−kx1)u(0)2 e
iα(2)hcos(α(1)x3)/cos(α(1)),
u
(2,l)
2 = u
(0)
2 e
−iα(2)x3e−i(ωt−kx1), (11)
u
(3,l)
2 = u
(0)
2 e
iα(2)x3e−i(ωt−kx1),
tg(α(1)) = −(ic(2)44 α(2))/(c(1)44 α(1)),
где ω и k – соответсвенно круговая частота и нормированное волновое число лока-
лизованной линейной SH-волны. При втором и третьем частных вариантах подста-
новки аналогичные представления имеют вид:
u
(1,l)
2 = e
−i(ωt−kx1)u(0)2 e
iα(2)hsin(α(1)x3)/cos(α(1)),
u
(2,l)
2 = u
(0)
2 e
−iα(2)x3e−i(ωt−kx1), (12)
u
(3,l)
2 = −u(0)2 eiα
(2)x3e−i(ωt−kx1),
tg(α(1)) = −(ic(2)44 α(2))/(c(1)44 α(1));
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u
(1,l)
2 = e
−i(ωt−kx1)(A1cos(α(1)x3) +B1sin(α(1)x3)),
u
(2,l)
2 = u
(0)
2 e
−iα(2)x3e−i(ωt−kx1),
u
(3,l)
2 = B3e
iα(3)x3e−i(ωt−kx1), (13)
A1 = u
(0)
2 e
iα(2)(α(1)c(1)44 cos(α
(1))− iα(2)c(2)44 sin(α(1)))/(α(1)c(1)44 ),
B1 = −u(0)2 eiα
(2)
(iα(2)c(2)44 cos(α
(1)) + α(1)c(1)44 sin(α
(1)))/(α(1)c(1)44 ),
B3 = u
(0)
2 e
i(α(2)−α(3))(α(1)c(1)44 cos(2α
(1))− iα(2)c(2)44 sin(2α(1)))/(α(1)c(1)44 ),
tg(2α(1)) = −ic(1)44 α(1)(c(2)44 α(2) + c(3)44 α(3))/((c(1)44 α(1))2 + c(2)44 α(2)c(3)44 α(3)).
Представление (11)–(13) являются основой для детализированной формулиров-
ки задачи поиска соответствующих нелинейных ангармонических возмущений из
неоднородной граничной задачи (9), (10), которая имеет вид:
ρpu¨
(p,n)
1 − c(p)11 u(p,n)1,11 − c(p)44 u(p,n)1,33 −∆(p)8 u(p,n)3,31 = ∆(p)3 u(p,l)2,1 u(p,l)2,11+
+∆(p)6 u
(p,l)
2,1 u
(p,l)
2,33 +
(
∆(p)6 +∆
(p)
7
)
u
(p,l)
2,3 u
(p,l)
2,31 ,
ρpu¨
(p,n)
3 − c(p)11 u(p,n)3,33 − c(p)44 u(p,n)3,11 −∆(p)8 u(p,n)1,13 = ∆(p)3 u(p,l)2,3 u(p,l)2,33+ (14)
+∆(p)6 u
(p,l)
2,3 u
(p,l)
2,11 +
(
∆(p)6 +∆
(p)
7
)
u
(p,l)
2,1 u
(p,l)
2,13 ;
c
(1)
44
(
u
(1,n)
1,3 +u
(1,n)
3,1
)
x3=−h−c
(2)
44
(
u
(2,n)
1,3 +u
(2,n)
3,1
)
x3=−h =
(
u
(2,l)
2,1 u
(2,l)
2,3
)
x3=−h−
(
u
(1,l)
2,1 u
(1,l)
2,3
)
x3=−h,(
c
(1)
12 u
(1,n)
1,1 + c
(1)
11 u
(1,n)
3,3
)
x3=−h −
(
c
(2)
12 u
(2,n)
1,1 + c
(2)
11 u
(2,n)
3,3
)
x3=−h =
=
1
2
(
∆(2)7 (u
(2,l)
2,1 )
2 +∆(2)3 (u
(2,l)
2,3 )
2
)
x3=−h −
1
2
(
∆(1)7 (u
(1,l)
2,1 )
2 +∆(1)3 (u
(1,l)
2,3 )
2
)
x3=−h,(
u
(1,n)
j
)
x3=−h −
(
u
(2,n)
j
)
x3=−h = 0 (j = 1, 3), (15)
c
(1)
44
(
u
(1,n)
1,3 + u
(1,n)
3,1
)
x3=h
− c(3)44
(
u
(3,n)
1,3 + u
(3,n)
3,1
)
x3=h
=
(
u
(3,l)
2,1 u
(3,l)
2,3
)
x3=h
− (u(1,l)2,1 u(1,l)2,3 )x3=h,(
c
(1)
12 u
(1,n)
1,1 + c
(1)
11 u
(1,n)
3,3
)
x3=h
− (c(3)12 u(3,n)1,1 + c(3)11 u(3,n)3,3 )x3=h =
=
1
2
(
∆(3)7 (u
(3,l)
2,1 )
2 +∆(3)3 (u
(3,l)
2,3 )
2
)
x3=h
− 1
2
(
∆(1)7 (u
(1,l)
2,1 )
2 +∆(1)3 (u
(1,l)
2,3 )
2
)
x3=h
,(
u
(1,n)
j
)
x3=h
− (u(3,n)j )x3=h = 0 (j = 1, 3).
В соотношениях (14), (15) использованы обозначения:
∆(p)1 = 3c
(
11p) + c
(p)
111,∆
(p)
2 = c
(p)
12 + 2c
(p)
44 + c
(p)
155,∆
(p)
3 = c
(p)
11 + c
(p)
155,∆
(p)
4 = c
(p)
44 + c
(p)
155,
∆(p)5 = c
(p)
12 + c
(p)
112,∆
(p)
6 = c
(p)
44 + c
(p)
456,∆
(p)
7 = c
(p)
12 + c
(p)
144,∆
(p)
8 = c
(p)
12 + c
(p)
44 .
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Из (14), (15) априори следует, что вторыми гармониками исследуемых линейных ло-
кализованных SH волн будут волны P-SV типа. Компоненты u(p,n)j (j = 1), (j = 3)
комплексного вектора напряженности вторых гармоник для данных линейных волн
определяются из соотношений краевой задачи (14), (15) в аналитической форме ме-
тодами компьютерной алгебры. Они задаются суммой общего решения однородной
задачи (14), (15) и ее частного решения и структурно могут быть представлены в
форме:
u
(1,n)
1 = (u
(0)
2 )
2(λ˜11cos(ζ
(1)
1 x3) + λ˜12cos(ζ
(1)
2 x3)) + µ˜11 sin(ζ
(1)
1 x3) + µ˜12 sin(ζ
(1)
2 x3)+
+ν˜1 + χ˜1 cos(2α(1)x3) + ξ˜1 sin(2α(1)x3)
)
exp(−2i(ωt− kx1)),
u
(1,n)
3 = (u
(0)
2 )
2(λ˜31 sin(ζ
(1)
1 x3) + λ˜32 sin(ζ
(1)
2 x3) + µ˜31 cos(ζ
(1)
1 x3) + µ˜32 cos(ζ
(1)
2 x3)+
+ν˜3 + χ˜3 sin(2α(1)x3) + ξ˜3 cos(2α(1)x3))exp(−2i(ωt− kx1)), (16)
u
(2,n)
1 = (u
(0)
2 )
2(β˜(2)11 exp(ζ
(2)
1 x3)+ β˜
(2)
12 exp(ζ
(2)
2 x3)+ γ˜
(2)
1 exp(2iα
(2)x3))exp(−2i(ωt−kx1)),
u
(2,n)
3 = (u
(0)
2 )
2(β˜(2)31 exp(ζ
(2)
1 x3)+ β˜
(2)
32 exp(ζ
(2)
2 x3)+ γ˜
(2)
3 exp(2iα
(2)x3))exp(−2i(ωt−kx1)),
u
(2,n)
1 = (u
(0)
2 )
2(β˜(3)11 exp(ζ
(3)
1 x3)+ β˜
(3)
12 exp(ζ
(3)
2 x3)+ γ˜
(3)
1 exp(2iα
(3)x3))exp(−2i(ωt−kx1)),
u
(2,n)
3 = (u
(0)
2 )
2(β˜(3)31 exp(ζ
(3)
1 x3)+ β˜
(3)
32 exp(ζ
(3)
2 x3)+ γ˜
(3)
3 exp(2iα
(3)x3))exp(−2i(ωt−kx1)).
Коэффициенты λ˜ij , µ˜ij , β˜
(p)
ij в представлении общего решения и коэффициенты
νi, χi, ξi, γ
(p)
i в представлении частного решения получены в аналитической
форме методами компьютерной алгебры и имеют крайне громоздкие выражения.
Результаты численных исследований. С использованием построенного чис-
ленно-аналитического решения проведен анализ некоторых кинематических и энер-
гетических характеристик для исследуемых нелинейных вторых гармоник локали-
зованных сдвиговых волн. Представляемые рассчеты проведены применительно к
• задаче о распространении волн с симметричным распределением волновых
перемещений по толщине слоя V1 из монокристалла германия, заключенно-
го между полупространствами V2 и V3 из монокристалла кремния;
• задаче о распространении волн с антисимметричным распределением волно-
вых перемещений по толщине слоя V1 из монокристалла германия, заключен-
ного между полупространствами V2 и V3 из монокристалла кремния;
• задаче о распространении волн в слое V1 из монокристалла соли (NaCl), за-
ключенном между полупространством V2 из монокристалла кремния и полу-
пространством V3 из монокристалла германия.
Компоненты рассматриваемых составных волноводов характеризуются следую-
щими независимыми физико-механическими постоянными:
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монокристалл NaCl – c(1)11 = 4, 958c∗, c
(1)
12 = 1, 306c∗, c
(1)
44 = 1, 279c∗, c
(1)
111 = −86, 36c∗,
c
(1)
112 = −4, 96c∗, c(1)123 = 0, 93c∗, c(1)144 = 1, 32c∗, c(1)456 = 0, 71c∗, c(1)155 = −5, 87c∗, ρ1 = 2, 1678ρ∗;
монокристалл кремния – c(2)11 = 16, 7c∗, c
(2)
12 = 7, 9∗, c
(2)
44 = 6, 5c∗, c
(2)
111 = −82, 5c∗,
c
(2)
112 = −45, 1c∗, c(2)123 = −6, 4c∗, c(2)144 = 1, 2c∗, c(2)456 = −6, 4c∗, c(2)155 = −31, 0c∗, ρ2 = 2, 33ρ∗;
монокристалл германия – c(3)11 = 12, 92c∗, c
(3)
12 = 4, 79c∗, c
(3)
44 = 6, 7c∗, c
(3)
111 = −71, 0c∗,
c
(3)
112 = −38, 9c∗, c(3)123 = −1, 8c∗, c(3)144 = −2, 3c∗, c(3)456 = −5, 3c∗, c(3)155 = −29, 2c∗,
ρ3 = 5, 32ρ∗.
Величины параметров c∗, ρ∗ составляют c∗ = 1010 (N/m2), ρ∗ = 103 (kg/m3).
Для сопоставительного анализа нелинейных волновых эффектов в зоне, вклю-
чающей область слоя x3/h ∈ [−1; 1] и подобласти x3/h ∈ [−5;−1) ∪ (1; 5] в полу-
пространствах, рассчитаны распределения по толщинной координате волновода x3
безразмерных нормированных амплитуд упругих поперечных смещений |u(l)2 |/u(0)2 в
линейных локализованных SH волнах и распределения безразмерных характеристик
|u(n)1 |/(u(0)2 )2 и |u(n)3 |/(u(0)2 )2 в их вторых гармониках при значениях относительной
длины λ/h линейной волны. При λ/h = 1 и λ/h = 2 в случае задачи первого ти-
па указанные распределения представлены на рис.1–2; для задачи второго типа на
рис.3–4; для задачи третьего типа на рис.5–6.
Рис. 1. Распределение нормированных значений |u(l)2 |/u(0)2 , |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2 при λ/h = 1
Рис. 2. Распределение нормированных значений |u(l)2 |/u(0)2 , |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2 при λ/h = 2
Анализ представленных распределений позволяет, в частности, сделать вывод,
что для нелинейной второй гармоники локальные максимумы характеристики
u
(n)
1 /(u
(0)
2 )
2 находятся в слое V1 и около границ его контакта с полупространства-
ми. Максимальная интенсивность характеристики |u(n)1 |/(u(0)2 )2 в рассмотренных
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Рис. 3. Распределение нормированных значений |u(l)2 |/u(0)2 , u(n)1 /(u(0)2 )2, u(n)3 /(u(0)2 )2 при λ/h = 1
Рис. 4. Распределение нормированных значений |u(l)2 |/u(0)2 , |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2 при λ/h = 2
Рис. 5. Распределение нормированных значений |u(l)2 |/u(0)2 , |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2 при λ/h = 1
Рис. 6. Распределение нормированных значений |u(l)2 |/u(0)2 , |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2 при λ/h = 2
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случаях немного меньше интенсивности характеристики |u(n)3 |/(u(0)2 )2. Максималь-
ное значение |u(n)3 |/(u(0)2 )2 достигается в зонах контакта слоя и полупространств
при x3 = ±h. Для волноводов всех рассматриваемых типов наблюдается явле-
ние высокой степени осцилляции в распределениях интенсивностей |u(n)1 |/(u(0)2 )2 и
|u(n)3 |/(u(0)2 )2 в зоне слоя V1.
Энергетические эффекты для исследуемых волновых движений охарактеризова-
ны распределениями компонент вектора плотности среднего за период потока мощ-
ности
Pk = − iω4 (σjku¯j − σ¯jkuj) (k, j = 1, 3).
Результаты проведенных расчетов нормированных распределений среднего за
период потока мощности P (l)1 в линейных локализованных SH волнах относитель-
ной длины λ/h и компоненты потока мощности P (n)1 для вторых гармоник, соответ-
ственно представлены в случаях соотношений λ/h = 1, λ/h = 2 для первой задачи
на рис.7–8; для второй задачи на рис.9–10; для третьей задачи на рис.11–12.
Рис. 7. Распределение нормированных значений P (l)1 , P
(n)
1 при λ/h = 1
Рис. 8. Распределение нормированных значений P (l)1 , P
(n)
1 при λ/h = 2
В линейных локализованных SH волнах энергетические потоки характеризуются
ненулевой компонентой P (l)1 , которая достигает максимальных значений в слое V1
и монотонно затухает при отходе вглубь волновода. Потоки мощности для вторых
гармоник локализованной SH волны в рассматриваемом волноводе характеризует-
ся единственной ненулевой компонентой P (n)1 . Расчеты показывают, что амплитуда
P
(n)
1 во вторых гармониках анализируемых волн достигает максимальных значений
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Рис. 9. Распределение нормированных значений P (l)1 , P
(n)
1 при λ/h = 1
Рис. 10. Распределение нормированных значений P (l)1 , P
(n)
1 при λ/h = 2
Рис. 11. Распределение нормированных значений P (l)1 , P
(n)
1 при λ/h = 1
Рис. 12. Распределение нормированных значений P (l)1 , P
(n)
1 при λ/h = 2
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Анализ нелинейных ангармонических возмущений для упругих SH-волн
в слое V1, а также на границе контакта с полупространствами, и увеличивается с
ростом относительной длины волны.
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